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ABSTRACT. The 3x +  1  s eq u en c e ( a l s o  k n o w n  a s  t he Co l l a t z  
 
s eq u en c e)  i s  g en er a l i z ed  t o  t he c o m p l ex  f u n c t i o n  F:  C � C 
 
d ef i n ed  b y  F( z)  =  z/ 2  i f  c ei l i n g ( | z| )  i s  ev en ;  o t her w i s e =   
 
3z +  1 . E x t en s i o n s  o f  t he w el l -k n o w n  3x +  1  c o n j ec t u r e a r e  
 
c o n s i d er ed . A s t r i k i n g  f r a c t a l  i n  t he c o m p l ex  p l a n e C i s   
 
c o n s t r u c t ed  f r o m  i t er a t i o n  o f  F a n d  a  d en s i t y  p l o t  o f  t he  
 
r es u l t i n g  m o d u l u s . Al s o ,  s o m e v a r i a n t s  o f  F a r e s t u d i ed . 
 
K e y w o r d s . 3x +  1  p r o b l em . Co l l a t z  f u n c t i o n . Co m p l ex   
 
d y n a m i c s . F r a c t a l  g r a p hi c s . 
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1 .  I n t r o d u c t i o n  
 
T h e  3x + 1 problem, a l s o  k n o w n  a s  t h e  C ollatz problem, i s  o n e  o f  t h e  m o s t  f a m o u s   
 
u n s o l v e d  p r o b l e m s  i n  n u m b e r  t h e o r y . I t  co n s i s t s  i n  p r o v i n g  o r  d i s p r o v i n g  t h e  v a l i d i t y  o f   
 
t h e  3x + 1 conj ectu re, w h i ch  ca n  b e  s t a t e d  a s  f o l l o w s . C o n s i d e r  t h e  C ollatz fu nction  
 
d e f i n e d  b y  f( n)  =  n/ 2 i f  n  i s  e v e n , a n d  =  3n +  1 i f  n  i s  o d d . I t  h a s  b e e n  v e r i f i e d  u p  t o  l a r g e   
 
p o s i t i v e  i n t e g e r  n (a r o u n d  n =  10 15) t h a t  t h e  s e q u e n ce  
 

n, f( n) , f( f( n) ) , ...., 
 
a l s o  ca l l e d  t h e  traj ectory  at n, e v e n t u a l l y  r e a ch e s  1. F o r  e x a m p l e , t h e  co r r e s p o n d i n g   
 
s e q u e n ce  f o r  n =  12 i s :  12, 6, 3, 10 , 5, 16, 8, 4, 2, 1, … . T h e  3x +  1 co n j e ct u r e  s t a t e s  t h a t ,  
 
f o r  a n y  p o s i t i v e  i n t e g e r  n, t h e  t r a j e ct o r y  a t  n r e a ch e s  1. 
 
 
A l t h o u g h  i t  i s  w i d e l y  b e l i e v e d  t o  b e  t r u e , t h e  3x +  1 co n j e ct u r e  h a s  r e s i s t e d  n u m e r o u s   
 
a t t e m p t s  a t  r e s o l u t i o n . A t  t h e  t i m e  o f  w r i t i n g , a  s o l u t i o n  i s  n o w h e r e  i n  s i g h t , a n d  p r o g r e s s   
 
h a s  b e e n  m o s t l y  i n  p r o b a b i l i s t i c a r g u m e n t s . T h e  p r o b l e m  h a s  o f t e n  b e e n  l a b e l e d   
 
“ i n t r a ct a b l e ” . I n d e e d , P a u l  E r d ö s  h a s  r e m a r k e d :  " M a t h e m a t i cs  i s  n o t  y e t  r e a d y  f o r  s u ch   
 
p r o b l e m s ."  T h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  [ 1] f o r  a d d i t i o n a l  b a ck g r o u n d . 
 
 
I n  t h i s  p a p e r , m o r e  d a r k n e s s  w i l l  b e  t h r o w n  o v e r  t h e  m y s t e r y  b y  co n s i d e r i n g  t h e  3x +  1 
  
co n s t r u ct i o n s  i n  t h e  co n t e x t  o f  t h e  co m p l e x  p l a n e  C. I t  w i l l  b e  s e e n  t h a t  i n t r i g u i n g   
 
g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e s e  ca n  b e  m a d e  i n  t h e  n e w  e x t e n d e d  co n t e x t . O n  t h e  p o s i t i v e  s i d e , a   
 
r e m a r k a b l e  f r a ct a l  r e s u l t i n g  f r o m  i t e r a t i o n  o f  t h e  co m p l e x  C o l l a t z  f u n ct i o n  w i l l  b e   
 
u n v e i l e d . 
 
 
I n  w h a t  f o l l o w s , z r e p r e s e n t s  a  co m p l e x  n u m b e r  a n d  n  r e p r e s e n t s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r ,  
 
u n l e s s  o t h e r w i s e  n o t e d . 
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2 .  I n  t h e  R e a l m  o f  (M o r e )  Co m p l e x i t y  
 
T h e  f u n ct i o n  F :  C � C d e f i n e d  b y   
 

F( z)  =  z / 2 i f  ce i l i n g (|z|) i s  e v e n   
 
        =  3z +  1, o t h e r w i s e  
 

i s  ca l l e d  t h e  complex C ollatz fu nction. H e r e  |z| =  [ R e (z)2 +  I m (z)2]1/ 2 d e n o t e s  t h e  m o d u l u s   
 
o f  z , a n d  ce i l i n g (x) r e p r e s e n t s  t h e  l e a s t  i n t e g e r  > x, w h e r e  x i s  a  r e a l  n u m b e r . T h e   
 
traj ectory of F at z i s  d e f i n e d  s i m i l a r l y  a s  f o r  f. F o r  e x a m p l e , F (3 +  4 i) =  3(3 +  4 i )  +  1 =   
 
10  +  12 i s i n ce  ce i l i n g (|3 +  4 i|)  =  5 i s  o d d . O n  t h e  o t h e r  h a n d , F (2 +  3 i) =  ½  (2 +  3 i)  
 
s i n ce  ce i l i n g (|2 +  3 i|)  =  4 i s  e v e n . 
 
 
P l a i n l y , F i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  C o l l a t z  f u n ct i o n  f, t h a t  i s , F( n)  =  f( n)  f o r  a l l  n. H e n ce , t h e   
 
3x +  1 co n j e ct u r e  f o r  f  ca n  b e  e x t e n d e d  n a t u r a l l y  t o  o n e  f o r  F :  t h e  t r a j e ct o r y  o f  F a t  n  
 
e v e n t u a l l y  r e a ch e s  1. E q u i v a l e n t l y , t h e  t r a j e ct o r y  o f  F a t  n e n d s  i n  t h e  cy cl e  1, 4, 2.  
 
A n o t h e r  w a y  o f  s a y i n g  t h i s  i s  t h a t  t h e  t r a j e ct o r y  o f  F a t  n ca n  b e  p a r t i t i o n e d  i n t o  t h r e e   
 
s u b s e q u e n ce s  a, b, c s u ch  t h a t  a � 1, b � 4, c � 2. 
 
 
B u t  h o w  d o e s  o n e  g e n e r a l i z e  t o  t r a j e ct o r i e s  o f  F a t  co m p l e x  n u m b e r s  z?  N o w , a  l i t t l e   
 
e x p e r i m e n t a t i o n  w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  z w i l l  co n v i n ce  o n e  t h a t  t h e  a b o v e  cy cl i c  
 
b e h a v i o r  n e e d  n o t  b e  r e s t r i ct e d  t o  p o s i t i v e  i n t e g e r s  n. F o r  e x a m p l e , i f  z =  1 +  i, t h e n  t h e   
 
i t e r a t e s  F 192(z ), F195 ( z) , … , F200 ( z)  a r e  a p p r o x i m a t e l y :   
 

 0 .9999999966364368 +  1.0 0 90 68983315935 x  10 -8 i 
 
3.99999998990 9310 4 +  3.0 2720 694994780 5 x  10 -8 i 
 
1.9999999949546552 +  1.51360 347497390 26 x  10 -8 i 
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0 .9999999974773276 +  7.5680 17374869513 x  10 -9 i 
 
3.9999999924319827 +  2.270 40 5212460 8538 x  10 -8 i 
 
1.9999999962159913 +  1.13520 260 6230 4269 x  10 -8 i 
 
 
0 .99999999810 79957 +  5.6760 130 311521346 x  10 -9 i 
 
3.999999994323987 +  1.70 280 390 9345640 2 x  10 -8 i  
 
1.9999999971619935 +  8.5140 1954672820 1 x  10 -9 i 

 
O b s e r v e  t h a t  1, 4, 2 a p p e a r  t o  b e  cl u s t e r  p o i n t s  o f  t h e  t r a j e ct o r y  o f  F a t  1 +  i. T h i s  i s   
 
i n d e e d  t h e  ca s e , a s  a  l a t e r  r e s u l t  w i l l  s h o w . H e n ce , t h e  t r a j e ct o r y  a t  1 +  i ca n  b e   
 
p a r t i t i o n e d  i n t o  t h r e e  s u b s e q u e n ce s  a, b, c s u ch  t h a t  a � 1, b � 4, c � 2, w h i ch  i s   
 
a n o t h e r  w a y  o f  s t a t i n g  t h e  3x +  1 co n j e ct u r e !   
 
 
C a l l  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t y  o f  z t h e  tri-conv ergence property :  t h e  t r a j e ct o r y  o f  F a t  z ca n   
 
b e  p a r t i t i o n e d  i n t o  t h r e e  s u b s e q u e n ce s  a, b, c s u ch  t h a t  a � 1, b � 4, c � 2. 
 
 
T h e o r e m  I f , f o r  s o m e  p o s i t i v e  i n t e g e r  R, t h e  t r a j e ct o r y  o f  F a t  z h a s  co n s e cu t i v e  t e r m s  
 

w0 =  FR ( z)  =  x0 +  y0 i, 
   

  w1 =  FR+ 1 ( z)  =  x1 +  y1 i, 
  
  w2 =  FR+ 2 ( z)  =  x2+  y2 i,  
 
w i t h  ce i l i n g (|w0|) =  1, ce i l i n g (|w1|) =  4, ce i l i n g (|w2|) =  2, a n d  x0 ~  1, x1 ~  4, x2 ~  2, t h e n  z  
 
s a t i s f i e s  t h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y . (F o r  p r a ct i ca l  p u r p o s e s , o n e  ca n  t a k e  0 .9 < x0 < 1,  
 
3.9 < x1 < 4, 1.9 < x2 < 2.) I n  p a r t i cu l a r , t h e  s u b s e q u e n ce s  a =  {FS ( z) :  S =  R (m o d  3)} , b =   
 
{FS ( z) :  S =  R + 1 (m o d  3)} , c =  {FS( z) :  S =  R + 2 (m o d  3)}  co n v e r g e  t o  1, 4, 2, r e s p e ct i v e l y .  
 
 
T h e  p r o o f  a p p e a r s  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  s e ct i o n . F r o m  t h e  t h e o r e m  a n d  t h e  v a l u e s  o f  t h e   
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i t e r a t e s  F192( z) , F195 ( z) , F196 ( z)  a b o v e , i t  i s  s e e n  t h a t  1 +  i s a t i s f i e s  t h e  t r i -co n v e r g e n ce   
 
p r o p e r t y . S i m i l a r l y , i t  ca n  b e  s h o w n  t h a t  s o  d o  1 +  2 i a n d  7 +  3 i. T h i s  p r o p e r t y  i s  t h e  k e y   
 
t o  e x t e n d i n g  t h e  3x +  1 co n j e ct u r e  t o  co m p l e x  n u m b e r s . T h e  3 x +  1  c o n j e c t u r e  c a n  b e   
 
r e s t a t e d  a s :  t h e  t r i -c o n v e r g e n c e  pr o pe r t y  h o l d s  f o r  a l l  n .  T o  o b t a i n  a  g e n e r a l i z a t i o n , o n e   
 
l o o k s  f o r  s e t s  o f  co m p l e x  n u m b e r s  s a t i s f y i n g  t h e  p r o p e r t y . 
 
 
 
O n e  n e e d  n o t  l o o k  f a r  t o  f i n d  co m p l e x  n u m b e r s  t h a t  p r o b a b l y  d o  n o t  s a t i s f y  t h e  t r i - 
 
co n v e r g e n ce  p r o p e r t y . F o r  i n s t a n ce , a f t e r  10 5 i t e r a t i o n s  o f  F, t h e  i n i t i a l  v a l u e  z =  3 +  5 i  
 
w i l l  h a v e  g r o w n  t o  a b o u t  1.25 x  10 12 +  1.42 x  10 12 i. I t  i s  v e r y  u n l i k e l y  t h a t  3 +  5 i  
 
s a t i s f i e s  t h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y . 
 
 
F o r  w h i ch  r e g i o n s  i n  C ca n  o n e  co n j e ct u r e  t h a t  t h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y  h o l d s ?  T h i s   
 
q u e s t i o n  w i l l  b e  a d d r e s s e d  i n  t h e  n e x t  s e ct i o n  o n  g r a p h i cs . T h e  a b o v e  t h e o r e m  i s  n o w   
 
p r o v e d . 
 
 
S k e t ch  o f  P r o o f  T o  p r o v e  co n v e r g e n ce  o f  t h e  s u b s e q u e n ce s , a s s u m e  f i r s t  t h a t  i f  w =  Fr ( z) ,  
 
r =  R, R +  1, R +  2, … . , t h e n  ce i l i n g (|w|) cy cl e s  t h r o u g h  1, 4, 2. (T h i s  w i l l  b e   
 
d e m o n s t r a t e d  l a t e r  i n  t h i s  p r o o f .)  
 
 
O b s e r v e  t h a t , s t a r t i n g  w i t h  a n y  o f  t h e  t h r e e  i t e r a t e s  w =  wi (i =  0 , 1, 2) l i s t e d  a b o v e , I m ( w)   
 
i s  co n t r a ct e d  b y  a  f a ct o r  o f  ¾  a f t e r  g o i n g  t h r o u g h  a  co m p l e t e  cy cl e  co n s i s t i n g  o f  t h r e e   
 
a p p l i ca t i o n s  o f  F, h e n ce  ca n  b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  cl o s e  t o  0  b y  r e p e a t e d  cy cl i n g . N e x t ,  
 
R e (w) i s  s u b j e ct e d  b y  s u ch  a  cy cl e  t o  o n e  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  t0:  x � (3x +  1)/ 4, t1 :  x  
 
� ¾  x +  1, o r  t2 :  x � ¾  x  +  ½ , a cco r d i n g  a s  ce i l i n g (|w|) =  1, 4, o r  2, r e s p e ct i v e l y . T h i s   
 
i m p l i e s  t h a t , b y  r e p e a t e d  cy cl i n g , R e (w) ca n  b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  cl o s e  t o  1, 4, o r  2,  
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a cco r d i n g  a s  ce i l i n g (|w|) =  1, 4, o r  2, r e s p e ct i v e l y . F o r  e x a m p l e , i f  ce i l i n g (|w|) =  1, s o  t h a t   
 
x =  R e (w) < 1, t h e n  t0( x)  < 1 a n d  |1 – t0 ( x) | =  ¾  |1 – x|, i m p l y i n g  t h a t  t h e  d i s t a n ce  f r o m   
 
t0 ( x)  t o  1 i s  ¾  t h e  d i s t a n ce  f r o m  x t o  1. T h e r e f o r e , x < t0 ( x)  (u n l e s s  x =  1 a l r e a d y , w h i ch  i s   
 
a  t r i v i a l  ca s e ) a n d  t0n ( x)  � 1. (I n  f a ct , |1 – t1 ( x) | =  ¾  |4 – x| a n d  |1 – t2 ( x) | =  ¾  |2 – x|, s o   
 
t h e  co n t r a ct i o n  f a ct o r  ¾  i s  s h a r e d  i n  co m m o n .) 
 
 
F r o m  t h e  f o r e g o i n g  r e m a r k s , i t  i s  cl e a r  t h a t  t h e  s u b s e q u e n ce s  a =  {FS ( z) :  S =  R (m o d  3)} ,  
 
b =  {FS ( z) :  S =  R + 1 (m o d  3)} , c =  {FS ( z) :  S =  R + 2 (m o d  3)}  co n v e r g e  t o  1, 4, 2,  
 
r e s p e ct i v e l y . 
 
  
N o w , t o  s h o w  t h a t  i f  w =  Fr ( z) , r =  R, R +  1, R +  2, … . , t h e n  ce i l i n g (|w|) cy cl e s  t h r o u g h   
 
1, 4, 2, co n s i d e r  w =  w0 a n d  l e t  x =  x0, y =  y0, s o  t h a t  o n e  cy cl e  b r i n g s  x t o  (3x +  1)/ 4 a n d  y  
 
t o  ¾  y. S i n ce  |w| =  x2 +  y2 < 1, i t  f o l l o w s  t h a t  |FR+ 3 ( z) | < 1, b e ca u s e  a n y  p o i n t  (x, y) t h a t   
 
l i e s  i n  t h e  u n i t  d i s c x2 +  y2 < 1 a l s o  l i e s  i n  t h e  d i s c |FR+ 3 ( z) |2 =  [ (3x +  1)/ 4]2 +  (¾  y)2 < 1.  
 
(C o m p l e t i n g  t h e  s q u a r e  r e v e a l s  t h a t  t h i s  i s  t h e  s a m e  d i s c a s  (x +  1/ 3)2 +  y2 < 16/ 9.) B u t   
 
o b v i o u s l y , |FR+ 3 ( z) | > 0 , f o r ci n g  ce i l i n g (|F  R+ 3  ( z) | ) =  1. S i m i l a r l y , b y  co n s i d e r i n g  w =  w1  
 
=  FR+ 1 ( z)  f o r  w h i ch  |w| < 4, i t  i s  s e e n  t h a t  3 < |FR+ 4  ( z) |  (t h i s  u s e s  t h e  h y p o t h e s i s  x0 ~  1, x1  
 
~  4, x2 ~  2) a n d  |FR+ 4  ( z) |  < 4, a n d  t h u s , ce i l i n g (|FR+ 4 ( z) | ) =  4. B y  t h e  s a m e  a r g u m e n t ,  
 
ce i l i n g (|FR+ 5 ( z) |) =  2, a n d  s o  o n . T h i s  co m p l e t e s  t h e  s k e t ch  o f  p r o o f . 
 
 
3 .  V i s u a l i z i n g  t h e  3 z  +  1  D y n a m i c a l  S y s t e m  
 
T o  i d e n t i f y  ca n d i d a t e s  t h a t  p r o b a b l y  s a t i s f y  t h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y , i t  i s  u s e f u l  t o   
 
co n s t r u ct  a  d e n s i t y  p l o t  o f  FN (t h e  N-f o l d  co m p o s i t i o n  o f  F w i t h  i t s e l f ) f o r  a  f i x e d  l a r g e  N.  
 
A  d ens ity plot o f  t h e  f u n ct i o n  g i s  a  co l o r i n g  o f  s o m e  r e g i o n  R o f  C w h e r e  g i s  d e f i n e d .  
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T y p i ca l l y , t h e  l a r g e r  t h e  m o d u l u s  o f  g( z) , t h e  l i g h t e r  t h e  co l o r  a s s i g n e d  t o  t h e  p o i n t  z ε  C.  
 
 
F o r  s i m p l i ci t y , t h e  d e n s i t y  p l o t s  o f  FN t h a t  w i l l  b e  co n s i d e r e d  h e r e  a r e  o v e r  s q u a r e  r e g i o n s   
 
R o f  C. A  r e ct a n g u l a r  g r i d  o f  P2 s q u a r e s  i s  f i r s t  s u p e r i m p o s e d  o n  R ;  t h e  n u m b e r  P i s   
 
ca l l e d  t h e  res olu tion o f  t h e  d e n s i t y  p l o t . T h e  m o d u l u s  o f  e a ch  FN(p), w h e r e  p i s  t h e  ce n t e r   
 
o f  a  g r i d  s q u a r e , i s  t h e n  co m p u t e d , a n d  t h e  co r r e s p o n d i n g  s q u a r e  i s  co l o r e d  a cco r d i n g  t o   
 
t h e  s i z e  o f  t h e  m o d u l u s . 
 
 
U n l e s s  o t h e r w i s e  s t a t e d , t h e  d e n s i t y  p l o t s  i n  t h i s  p a p e r  h a v e  N (t h e  n u m b e r  o f  F- 
 
i t e r a t i o n s ) =  40 0 , a n d  P (t h e  r e s o l u t i o n ) =  40 0 . T h e  co l o r  co d e  u s e s  a  s i m p l e   
 
m o n o ch r o m e  r u l e :  
 
   V a l u e  o f  m =   |FN(p) |      Co l o r _ _ _ _  
   
   0  < m < 5   B l a ck  
 
   m > 5    W h i t e  
 
(O f  co u r s e , m o r e  s t r i k i n g  e f f e ct s  ca n  b e  a ch i e v e d  u s i n g  s e v e r a l  co l o r s .) H e n ce , r e g i o n s  i n   
 
C t h a t  a r e  co l o r e d  b l a ck  w i l l  r e p r e s e n t  r e g i o n s  i n  w h i ch  t h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y   
 
p r o b a b l y  h o l d s .  
 
 
4 .  S o m e  G e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e  3 x +  1  P r o b l e m  
 
T h e  d e n s i t y  p l o t s  o f  FN o v e r  r e g i o n s  R ce n t e r e d  a t  p o s i t i v e  r e a l s  a r e  p r e d o m i n a n t l y  b l a ck .  
 
T h i s  o b s e r v a t i o n , co m b i n e d  w i t h  a ct u a l  ca l cu l a t i o n s  o f  |FN(p)| f o r  p l y i n g  o n  t h e  r e a l  l i n e   
 
I m (z) =  0 , m o t i v a t e s  t h e  f o l l o w i n g  co n j e ct u r e s . 
 
 
I . T h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y  h o l d s  f o r  e a ch  r e a l  n u m b e r  > -½  (m o r e   p r e ci s e l y , f o r   
 
e a ch  z o n  t h e  r a y  ρ d e f i n e d  b y  R e (z) > -½ , I m (z) =  0 ). 
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I I . F o r  e a ch  z o n  t h e  r a y  ρ, t h e r e  i s  a n  o p e n  d i s k  ce n t e r e d  a t  z (t h a t  i s , a  s e t  o f  t h e  f o r m  
 
{w :  |w – z| < ε}  f o r  s o m e  ε  > 0 ) i n  w h i ch  t h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y  h o l d s . 
 
 
O n e  ca n  a l s o  co n s i d e r  a  t h i r d  s t a t e m e n t  t h a t  i s  p e r h a p s  l e s s  l i k e l y  t h a n  t h e  p r e v i o u s  t w o  
 
a b o v e . 
 
 
I I I . T h e r e  i s  a  s e m i -i n f i n i t e  s t r i p  σ d e f i n e d  b y  R e (z) > -½ , |I m (z)| < ε, f o r  s o m e  ε > 0 , i n   
 
w h i ch  t h e  t r i -co n v e r g e n ce  p r o p e r t y  h o l d s . 
 
 
E a ch  o f  t h e s e  co n j e ct u r e s , b e i n g  m o r e  e x p a n s i v e  t h a n  t h e  o r i g i n a l  3x +  1 p r o b l e m , i s   
 
p r o b a b l y  a t  l e a s t  a s  d i f f i cu l t  t o  r e s o l v e . 
 
 
5 .  T h e  3 x +  1  F r a c t a l  a n d  t h e  F a n g  M o t i f  
 
F i g u r e  1 s h o w s  a  d e n s i t y  p l o t  o f  FN f o r  R ce n t e r e d  a t  t h e  o r i g i n  0  +  0  i a n d  w i t h  e d g e   
 
l e n g t h  =  20 . F r o m  t h i s  “ b i r d ’ s  e y e  v i e w ”  p l o t , i t  i s  r e a d i l y  o b s e r v e d  t h a t  i n t e r e s t i n g  t h i n g s   
 
h a p p e n  a l o n g  t h e  n e g a t i v e  r e a l  l i n e  R e (z) < 0 , I m (z) =  0 . 
       
 
Z o o m i n g  i n  o n  t h e  a ct i o n , F i g u r e  2 (a ) i l l u s t r a t e s  t h e  “ f a n g  m o t i f ”  t h a t  a p p e a r s  t o  b e   
 
r e p e a t e d  o n  a n  e v e r  d i m i n i s h i n g  s ca l e . N o t i ce  t h e  s e q u e n ce  o f  f a n g s  t h a t  s e e m s  t o   
 
co n v e r g e  t o  t h e  p o i n t  -2 +  0  i. T h i s  o b s e r v a t i o n  i s  r e i n f o r ce d  b y  F i g u r e  2 (b ) w h i ch   
 
“ m a g n i f i e s ”  a n  e v e n  s m a l l e r  s q u a r e  t o  t h e  i m m e d i a t e  r i g h t  o f  -2 +  0  i. T h e  s a m e  p a t t e r n   
 
o f  f a n g  m o t i f s  a p p e a r s  a g a i n !  
 
 
B e ca u s e  o f  t h i s  s e l f -s i m i l a r i t y , t h e  g r a y  r e g i o n  i s  ca l l e d  t h e  3x + 1 fractal. 
 
 
O f  co u r s e , t h e  p o i n t  -2 +  0  i i s  n o t  u n i q u e . M a n y  p o i n t s  a l o n g  t h e  n e g a t i v e  r e a l  l i n e  a r e   
 
l i m i t  p o i n t s  o f  f a n g  s e q u e n ce s . T h e s e  p o i n t s  b e co m e  m o r e  n o t i ce a b l e  a t  g r e a t e r   
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m a g n i f i ca t i o n s . O n e  e x a m p l e  i s  t h e  p o i n t  -1.8 +  0  i (o r  s o m e  p o i n t  v e r y  cl o s e  t o  t h i s ).  
 
F i g u r e  3 e x h i b i t s  t h e  f a n g  s e q u e n ce  a t  -1.8 +  0  i.  
 
 
T w o  p r o b l e m s  f o r  f u r t h e r  r e s e a r ch  t h a t  i m m e d i a t e l y  co m e  t o  m i n d  a r e :   
 

(i ) C h a r a ct e r i z e  t h e  l i m i t  p o i n t s  o f  f a n g  s e q u e n ce s . 
 
(i i ) E s t i m a t e  t h e  f r a ct a l  d i m e n s i o n  o f  t h e  3x +  1 f r a ct a l  i n  r e g i o n s  co n t a i n i n g  l i m i t   

 
            p o i n t s , s u ch  a s  t h o s e  i n  F i g u r e  3. 
 

 
O n  a  l i g h t e r  n o t e , t h e  f a n g  m o t i f  ca n  b e  co m p a r e d  t o  t h e  v a g u e l y  f r a ct a l  cr e a t u r e  i n  t h e   
 
“ A l i e n ”  s ci e n ce  f i ct i o n  f i l m  s e r i e s . T h i s  cr e a t u r e  h a d  g r e a t  f a n g s , b u t  m o r e  r e m a r k a b l y , i t   
 
co u l d  l a s h  o u t  a  t o n g u e  t i p p e d  w i t h  a  m i n i a t u r e  h e a d  h a v i n g  s m a l l e r  f a n g s  o f  i t s  o w n .  
 
 
6 .  V a r i a n t s  
 
T w o  v a r i a n t s  o f  t h e  co m p l e x  C o l l a t z  f u n ct i o n  F a r e  o b t a i n e d  b y  co n s i d e r i n g  i n  t h e   
 
d e f i n i t i o n  o f  F, i n s t e a d  o f  ce i l i n g (|z|), t h e  f u n ct i o n s  f l o o r (|z|) =  g r e a t e s t  i n t e g e r  < |z| a n d  
 
r o u n d (|z|) =  i n t e g e r  n e a r e s t  t o  |z|, r o u n d i n g  u p  i n  ca s e  o f  a m b i g u i t y . W h i l e  t h e s e  a r e   
 
i n t e r e s t i n g  i n  t h e i r  o w n  r i g h t , t h e  co r r e s p o n d i n g  d e n s i t y  p l o t s  d o  n o t  h a v e  t h e  l a v i s h  s e l f - 
 
s i m i l a r i t y  e x h i b i t e d  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  v e r s i o n  o f  F. T y p i ca l  d e n s i t y  p l o t s  w i t h  R ce n t e r e d   
 
a t  t h e  o r i g i n  a r e  d i s p l a y e d  i n  F i g u r e  4. 
 
 
D e d i c a t i o n  T h i s  p a p e r  i s  d e d i ca t e d  t o  D r . M o h a m m a d  R . K h a d i v i , a  k e y  i n f l u e n ce  i n  m y   
 
i n t e r e s t  i n  f r a ct a l s . 
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T h e  F i g u r e s  
 
T h e  f o l l o w i n g  f i g u r e s  w e r e  g e n e r a t e d  u s i n g  t h e  J a v a  A b s t r a ct  W i n d o w i n g  T o o l k i t  (A W T ) 
i n  t h e  I B M  V i s u a l  A g e  f o r  J a v a  d e v e l o p m e n t  e n v i r o n m e n t . 
 
F i g u r e  1. B i r d ’ s  E y e  V i e w  o f  t h e  3x +  1 F r a ct a l . C e n t e r :  0  +  0  i, e d g e  l e n g t h  =  20 . 
F i g u r e  2. T h e  F a n g  M o t i f  R e p e a t e d  o n  a n  E v e r  D i m i n i s h i n g  S ca l e  a t  -2 +  0  i. 

a . C e n t e r :  0  +  0  i, e d g e  l e n g t h  =  4. 
b . C e n t e r :  :  -1.75 +  0  i, e d g e  l e n g t h  =  0 .5. 

F i g u r e  3. T h e  F a n g  S e q u e n ce  a t  -1.8 +  0  i. C e n t e r :  -1.55 +  0  i, e d g e  l e n g t h  =  0 .5. 
F i g u r e  4. V a r i a n t s . 

a . U s i n g  f l o o r (|z|). C e n t e r :  0  +  0  i, e d g e  l e n g t h  =  4. 
b . U s i n g  r o u n d (|z|). C e n t e r :  0  +  0  i, e d g e  l e n g t h  =  4. 

 
 
 
 
 
F i g u r e  1  
 
 

        



 12

 
 
 
 
 
F i g u r e  2  
 
 

 (a )                       (b )  
 
 
F i g u r e  3  
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F i g u r e  4  
 
    

 

 

(a )                        (b )                              


